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 َتُاواتريه آزمُن يکىُاخت تعميم يافتًآزمُن وسبت درستىمائي 
  

 

 ديُيد بيرکس

رسُل احمدی : ترجمً َ تُضيح
 

 

:چکيذٍ

ّتْاًبتزيي آسهًِْبي  (GLRT)در ايي يبدداشت راثغَ ثيي آسهًِْبي درطتٌوبئي تؼوين يبفتَ 

ثزاي آسهْى فزع يک عزفَ در خبًْادٍ تْسيغ يک . هْرد ثزرطی لزار هی گيزد( UMPT) يکٌْاخت

پبراهتزي، آسهْى درطتٌوبئي تؼوين يبفتَ تحت خْاص يکٌْائي ثب تْاًبتزيي آسهْى يکٌْاخت 

(UMPT) ثزاثزي . هٌغجك هي شْدGLRT ّ UMPT ثزاي خبًْادٍ تْسيؼِبي ًوبئي تک پبراهتزي 

هْرد  (تْاًبتزيي آسهْى يکٌْاخت ًباريت ) ُب GLRT ّ UMPUTدر پبيبى راثغَ ثيي . ثزلزار اطت

. تْجَ لزار هي گيزد

 آسهْى ًباريت  ، (MLR) خبًْادٍ ًوبئي،خبطيت ًظجت درطتٌوبئي يکٌْا:کلوبت کليذي

 :مقدمً. )1

 هفبُيوي اس [2]  ثبيي ّاًگلِبرد(1987)  يب[8]هْد،گزيجيل ّثْس  (1974)اثتذا در هجحث آهبر ريبضي 

در ايي همبلَ ارتجبط . ثَ عْر يکٌْاخت تْاًبتزيي آسهًِْب ّ آسهًِْبي درطتٌوبئي تؼوين يبفتَ ارائَ دادًذ

. ثيي ايي دّ هفِْم ثزرطي هي شْد

 ثزاي آًِب ّجْد دارد ثذطت هي UMP را ثزاي فزضِبئي کَ آسهْى GLRسهبًي کَ آسهْى 

 هٌغجك ثبشذ، در طْرتي کَ در حبلت فزع طبدٍ UMP ثب آسهْى GLRآّرين ؛ اًتظبر دارين آسهْى 
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 (1979) کٌذال ّاطتْارت [5]در همبثل فزع طبدٍ ًيش ايي اهز احتيبج ثَ شزط خبطي دارد کَ ثَ ّطيلَ 

 ًشبى هي دُين کَ ايي اًغجبق ثزاي (2)ثيبى هي کٌين،در لظوت  (1)ثيبى شذٍ اطت  ّ آًزا در هثبل 

 (3)فزضِبي يک عزفَ در خبًْادٍ تْسيؼِبي يک پبراهتزي تحت شزايظ خبص ثزلزار اطت،در لظوت 

 را ثزاي حبلت خبص خبًْادٍ تْسيؼِبي ًوبئي  تک پبراهتزي ًشبى GLR ّ UMPثزاثزي آسهًِْبي 

 هثبلِبئي اس ايي اًغجبق ثزاي تْسيؼِبئي کَ هتؼلك ثَ ايي خبًْادٍ ًيظتٌذ ارائَ (4)هي دُين،در لظوت 

 ثزاي فزضِبي دّ عزفَ هي GLR ّ UMPU ثَ راثغَ  ثيي آسهًِْبي (5)هي دُين ّدرلظوت 

. پزداسين

 تبثغ   يب(Pdf) يک ًوًَْ تظبدفي اس  تبثغ چگبلي احتوبلx1, x2, x3,..., xnفزع هي کٌين کَ 

);( ؛ (Pmf)جزم احتوبل xf ثبشذ کَ در آى  ثَ فضبي پبراهتز()  هتؼلك اطت ، ُوچٌيي

),...,(فزع هي کٌين آهبرًٍ ثظٌذٍ  21 nxxxT ّجْد دارد ؛ عجك اطل فبکتْر گيزي تبثغ درطتٌوبئي   

  ثب Tتٌِب اس عزيك آهبرٍ ثظٌذٍ ثَ دادٍ ُب ثظتگي دارد، ثٌبثزايي تبثغ درطتٌوبئي را ثَ ػٌْاى تبثؼي اس 

);( tL ًشبى هي دُين  .

bHفزع يک عزفَ  :0
bH را در همبثل  :1

 ثب در ًظز گزفتي . در ًظز هي گيزين

b1 پيزطْى تْاًبتزيي آسهْى ثزاي فزع -،عجك لن ًيويbH :0
 در همبثل 

11 :  H 

آسهًْي اطت کَ فزع 
0H را ثزاي همبديز ثشرگ ًظجت درطتٌوبئي  :

);(

);(
)( 1

tbL

tL
tRs


 

. رد هي کٌذ

bH ثزاي آسهْدى فزع هزکت :0
bH در همبثل  :1

 ثَ tRs)(   ،ًظجت درطتٌوبئي 

ًظجت  

);(sup

);(sup
)(

0

1

00

11

tL

tL
x













 

0}:{کَ در آى b  ّ }:{1 b ثَ ػٌْاى يک آهبرٍ . تؼوين دادٍ هي شْد

آسهْى ايي ًظجت کبهلّا هؼبدل ثب ًظجت  

);(sup

);(sup
)(

000
tL

tL
tRg











 
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. اطت

sup);( در ايٌجب ثزاي اختظبر tL  
 درحبلت  (MLE) ثزآّردگز درطتٌوبئي هبکشيون کَ  را

ˆ)(ثب ()کبهل  tّ  );(sup 000
tL  را کَ ثزآّردگز درطتٌوبئي هبکشيون   درحبلت فزع 

)طفز 
0)  هي ثبشذ ثب)(ˆ

0 tًشبى هي دُين يؼٌي  

));(ˆ(

));(ˆ(
)(

0 ttL

ttL
tRg




 

آسهًْي ثب ًبحيَ رد ثَ شکل . ًظجت درطتٌوبئي تؼوين يبفتَ ًبهيذٍ هي شْدtRg)(ػکض

})(:{ ctRt g  يب })(:{ ctRt g  آسهْى GLRاگز]. ًبهيذٍ هي شْد)(tRg يک هتغيز تظبدفي 

ًَ همبديز }:)({ ثبشذ پض ًبحيَ ردپيْطتَ تحت ُو ctRt g ّ })(:{ ctRt g سيزا  ؛  هؼبدل ُظتٌذ

ًَ همبديز   يک هتغيز تظبدفي گظظتَ ثب داهٌَ tRg)(اگز.  داراي احتوبل يکظبى ُظتٌذآًِب تحت ُو

}:)({ ثظتگي ًذارد ثبشذ آًگبٍ ُز ًبحيَ رد ثَ شکل اي کَ ثَ ctRt g   َرا هي تْاى ث 

}:)({شکل ctRt g
 ثزاي يک cَهٌبطت ک cc اطت ًْشت ]. 

 

در آسهْى فزع طبدٍ : (1) مثال
00 : LLH  در همبثل 

11 : LLH  ًشبى هي دُين ؛ سهبًي 

)1max,(ثب آهبرGLRٍ آسهْى 
),max(

)(
0

1

0

10

L

L

L

LL
x  پيزطْى ثب آهبرٍ _  ثب آسهْى ًيوي

0

1)(
L

L
tRs  َثزاثز اطت ک  )( 01 LLP َثبشذ ّسهبًي ايي دّ آسهْى ثز ُن هٌغجك ًوي شًْذ ک 

01)( 10  LLP 

  ثَ طْرت   GLRهي داًين  تبثغ آسهْى : حل















c)xλ(

cx
xG

            0

)(            1
)(  

پيزطْى ثَ طْرت  _ ّ تبثغ آسهْى ًيوي
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L

L
             0

L

L
             

L

L
              1

)(

0

1

0

1

0

1
































k

k

k

xS
 

)()1max,(هي ثبشذ ؛ ثب تْجَ ثَ ايٌکَ
0

1

L

L
x  ثٌبثزايي  دّ حبلت اتفبق هي افتذ  

(الف)
0

1)(
L

L
x  1 (ة)  ؛)( x 

اگز 
0

1)(
L

L
x َ1 در ًتيج

0

1 
L

L ثب در ًظز گزفتي ايٌکَ ًبحيَ رد آسهْى ّ GLR ثَ طْرت 

})(  : {  cxx  1 هي ثبشذ ؛ اگزc ثبشذ آى گبٍ اًذاسٍ آسهْى ثزاثز يک اطت ّ ثب آسهْى ًيوي 

_  ثبشذ اًذاسٍ آسهْى ثزاثز طفز اطت ّ ثب آسهْى ًيوي cاگز .پيزطْى در اًذاسٍ يک ثزاثز اطت

حبل اگز.پيزطْى در اًذاسٍ طفز ثزاثز اطت c1  ثبشذ دّ حبلت اتفبق هي افتذ 

1)   )(
0

1 c
L

L
P  

در ايي حبلت ثب لزار دادى  ck ّ 0ايي دّ آسهْى ثب ُن ثزاثزًذ ؛ هي داًين c1 در 

ًتيجَ  

   )(                        )1()( 01

0

1

0

1 LLP
L

L
Pc

L

L
P  

 سهبًي ايي دّ آسهْى ثز ُن هٌغجك ُظتٌذ کَ  ثٌبثزايي

 )( 01 LLP  

ّّ  م  حبلت د

2)   )(
0

1 c
L

L
P  

پيزطْى اًغجبق ًذارد _  ّجْد ًذارد ّثٌبثزايي ثب آسهْى ًيوي  در اًذاسٍ GLRدر ايي حبلت آسهْى 

 )LP(L   01  



http://amar.dpzs.ir         آزمون وسبت درستىمائی تعمیم یافته وتواواتریه آزمون یکىواخت  
 

 5 

01)(       10  LLP  

)(1اگز xدر ًتيجَ آسهْى   GLRتٌِب ثزاي دّ اًذاسٍ طفز  ّ يک ّجْد دارد  .

▲  

 هؼبدل اطت ؛ ثزرطي هي UMP ثب آسهْىGLRدرلظوت ثؼذي شزايغي را کَ تحت آًِب آسهْى 

 .شْد

 

 :قضايا. )2

 

. فزضِبي سيز را ثزاي تبثغ درطتٌوبئي در ًظز هي گيزين

اگز :(1)فرض
10   پض  

);(

);(
)(

0

1

tL

tL
tRs




 يک تبثغ غيز ًشّلي اس t ثزاي، t َُبئي اطت ک 

);(0حذالل  0 tL 0 يب);( 1 tL  .

لضيَ سيز را کَ يکي اس لضبيبي .اطت (MLR)ايي خبطيت ،خبطيت ًظجت درطتٌوبئي يکٌْا

 [7[,]8[,]2].هشِْر آهبر اطت دارين

}:{ ثزلزار ثبشذ،آسهًْي ثب ًبحيَ ثحزاًي )1(اگز فزع: (1) قضيً ktt  يب }:{ ktt  تْاًبتزيي 

bHآسهْى يکٌْاخت در اًذاسٍ اع ثزاي آسهْدى فزع :0
bH  در همبثل  :1

.  هي ثبشذ

اگز ثتْاًين ًشبى دُين 
));(ˆ(

));(ˆ(
)(

0 ttL

ttL
tRg




يک تبثغ غيز ًشّلي اس t ٍاطت ،ثٌبثزايي ًشبى داد 

طحيح ًيظت،يک ًتيجَ ًشديک ايي هي تْاًذ  اگز چَ ايي دليمب. اطتUMP  يک GLRاين کَ آسهْى

. اثجبت شْد

پض ًظجت . ثزلزار ثبشذ)1(اگز فزع : )1( لم
);(

));(ˆ(
)(

tbL

ttL
tRa


يک تبثغ غيز ًشّلي اس tثزاي T 

btُبي اطت کَ  )(̂هي ثبشذ  .

 :اثبات 
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btعجك فزع  )(ˆ 1؛  اگز  
21 tt  ثبشذ هي خْاُين ًشبى دُين )()( 21 tRtR aa .  ثب لزار

ˆ)(b0ّدادى  11 t  دارين  (1) در فزع 

 
);(

));(ˆ(

);(

));(ˆ(
)(

2

21

1

11
1

tbL

ttL

tbL

ttL
tRa


 

ˆ)(ثب تْجَ ثَ ايٌکَ  2t هنيثزآّردگز درطتٌوبئي هبکش  ٍثَ اساي هشبُذ 
2t اطت ثٌبثزايي دارين 

));(ˆ());(ˆ( 2221 ttLttL    َدر ًتيج 

 
);(

));(ˆ(

);(

));(ˆ(

2

22

2

21

tbL

ttL

tbL

ttL 
 

)()(ّ ًشبى دادٍ اين  21 tRtR aa  

▲ 
tRa)( ثيشتز اس tRg)(هب در ّالغ ثَ 

اهّب ثبيذ تْجَ کزدايي دّ سهبًي کَ . ػلالَ هٌذ ُظتين

bt )(ˆ
0 ثٌبثزايي فزع سيز را در ًظز هي گيزين. ثبشذ ، ثب ُن ثزاثزًذ .

);(:(2) فرض tL يک تبثغ غيز ًشّلي اس ثزاي َُبئي اطت ک)(ˆ t هي ثبشذ  .

ˆ)(]min,ˆ)[( ثزلزار ثبشذ ثٌبثزايي )2(اگز فزع  : (2) لم
0 tbt   .

: اثبات 

btاگز  )(̂ َثبشذ، در ًتيج ));(ˆ();(sup);(sup
0

ttLtLtL b     

ˆ)(ˆ)(]min,ˆ)[(ثٌبثزايي        
0 tbtt   

btاگز  )(̂ (2) ثبشذ پض ثب تْجَ ثَ فزع، );( tL يک تبثغ غيز ًشّلي اس  ثزاي  ُبئي اطت

sup);(sup);();( ثبشذ، ثٌبثزايي    b کَ 
0

tbLtLtL b     

ˆ)(]min,ˆ)[(در ًتيجَ
0 tbbt   

▲ 
bt ثيبى هي کٌذ کَ اگز(2)لن  )(̂ ٍ1 ثبشذ آى گب)( tRgّاگز bt )(̂ َثبشذ در ًتيج 

1)()(  tRtR ag. تْجَ کٌيذ کَ ًبحيَ رد آسهْىGLR  ،})(:{ ktRt g
 اطت ّ ثٌبثزايي اگز  

1)( tRg 1حبلا  .  هي شْد کَ آسهًْي غيز هفيذ اطت)1( ثبشذ اًذاسٍ آسهْى ثزاثز ثبk در ًظز هي 

 گيزين ّ ًبحيَ رد را ثَ طْرت

}:ˆ)(,)({     (٭) ktRbtt a
 
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}:)({ ثبشذ آًگبٍ t تبثؼي غيز ًشّلي اسtr)(تْجَ کٌيذ کَ اگز .هي شْد   ctrt  َرا هي تْاى ث 

}:{طْرت  ctt  يب }:{ ctt  ثزاي يک c کَ در (1) هٌبطت ثيبى کزد ؛ ثٌبثزايي ّ ثب تْجَ ثَ لن 

tRa)(آى ثَ غيز ًشّلي ثْدى
 را هي تْاى ثَ طْرت  (٭)ًبحيَ رد   اشبرٍ شذٍ اطت ؛

}:ˆ)(,{    (٭٭) ktbtt يب},)(ˆ:{ ktbtt  

}:)({ يؼٌيGLRايي ًتيجَ ثزاي ًبحيَ رد. ثيبى کزد ktRt g
حبلا فزع سيز را در ًظز . ثزلزار اطت

 .هي گيزين

 

ˆ)(: ( 3) فرض tيک تبثغ غيز ًشّلي اسt  اطت

}:{ثَ طْرت  (٭٭) ًبحيَ رد (3)ثب اطتفبدٍ اس فزع  ktt يب}:{ ktt ثب اطتفبدٍ اس .ثذطت هي آيذ

.  اطت ؛ ثٌبثزايي لضيَ سيز را ثيبى هي کٌينUMP،چٌيي ًبحيَ ردي يک (1)لضيَ 

);(يک ًوًَْ تظبدفي اس تْسيؼي ثب تبثغ چگبلي  x1, x2, x3,..., xn اگز  :(2) قضيً xf کَ در 

),...,( يک پبراهتز حميمي اطت ّآى 21 nxxxT ثزلزار ثبشذ آًگبٍ  (3)َ(2)،(1) آهبرٍ ثظٌذٍ ّ فزضِبي

bH اس فزعGLRآسهْى :0
bH در همبثل  :1

 . در اًذاسٍ اع اطتUMP يک آسهْى

);( :( 2َ )فرض tL يک تبثغ غيز طؼْدي اس  ثزاي َُبئي اطت ک)(ˆ t هي ثبشذ  .

bHثَ عْر هشبثَ ثزاي هظئلَ دّگبًَ اس آسهْى فزع : ( 1)وکتً  :0
bH  در همبثل :1

 ؛ 

 در اًذاسٍ UMP يک آسهْى GLRآى گبٍ آسهْى .ثزلزار اطت( 3)َ(2َ )،(1)اگز فزع کٌين کَ فزضِبي

. اع اطت

}:{  هي تْاًذ ثَ طْرت GLR،ًبحيَ رد آسهْى (3)َ(2)،(1)تحت فزضِبي :( 2)وکتً  ktt  يب 

}:{ ktt  ثَ هؼٌي ايٌکَ يک ًبحيَ رد ثَ طْرت .اهّب ػکض ايي لشّهّبً درطت ًيظت. ًْشتَ شْد

}:{ ktt  هوکي اطت يک آسهْى GLR 0,[ ًجبشذ ؛ ثزاي هثبل خبًْادٍ تْسيغ يکٌْاخت ثز[  را در 

bt ّلتي کَ يک،  تٌِب دّ همذارtRg)(؛ آهبرٍ  (ًگبٍ کٌيذ (4)لظوت (2)ثَ هثبل )ًظز ثگيزيذ  ّ  

btّلتي  را هي گيزد ؛ ثٌبثزايي ، تٌِب ًبحيَ ثحزاًي لبثل حظْل توبم فضبي ًوًَْ اطت ّدر ايي 

}:{ اطت ّيکحبلت اًذاسٍ آسهْى  btt  ٍاطتطفز داراي اًذاس  .

تْجَ کٌيذ کَ خبًْادٍ تْسيغ يکٌْاختِ کَ .يکٌْائي ُظتٌذ شبهل( 3)َ(2)،(1)فزضِبي  : (3) وکتً

حبلا خبًْادٍ اي اس تْسيؼِب را در .داراي يکٌْاي اکيذ ًيظت( 2)َ (1) ثيبى شذ ، در فزضِبي (2)در ًکتَ 

 ثَ ًبحيَ ثحزاًيثب يکٌْاي اکيذ ثزاي آى ثز لزار اطت ؛ ثٌبثزايي ( 3)َ (2)،(1)ًظز هي گيزين کَ فزضِبي 
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}:{ شکل ktt يک آسهْى GLR-UMP َتؼزيف هي کٌذ ثَ شزط ايٌکbt )(̂ .  در هجوْع عجك

}:ˆ)({ ثَ شکل ًبحيَ ثحزاًي ، ُز (3)فزع  btt يک آسهْى  GLR-UMP   َتؼزيف هي کٌذ ث

bbشزط  ايٌکَ .  

 

 :خاوُادي ٌاي ومائي تک پارامتري3). 

 
);(فزع کٌيذ کَ تبثغ چگبلي  xf  هتؼلك ثَ خبًْادٍ ًوبئي تک پبراهتزي ثَ شکل 

    )]()(exp[)()();( xdcxbaxf   
 ثبشذ ؛ ايي فزاُن  تبثؼي اکيذاً طؼْدي ّهشتك پذيز ثز حظت c)(ثبشذُّوچٌيي فزع کٌيذ کَ

 آهبرٍ [7 ]. ًيش هشتك پذيز ثبشذa)(هي کٌذ کَ 
n

xd
xxxT

n

i i

n




)(
),...,( 21

 يک آهبرٍ ثظٌذٍ 

  را هيتْاى ثَ طْرت Tتبثغ درطتٌوبئي .اطت

           )]()(exp[);(  nAnctL  
)(ln)(کَ در آى   aA ثزاي ايي خبًْادٍ (3)َ(2)،(1)حبلا ثبيذ ًشبى دُين کَ فزضِبي .  ًْشت 

حبل ثبيذ . ثزلزار اطت1فزع . ثزاي ايي خبًْادٍ طبدق اطت )2(استْاثغ ثزلزاراطت ّ در ًتيجَ لضيَ 

 c)( ،A)(در اثتذا هٌبطت اطت ثؼضي رّاثظ هيبى .  ثزلزار اطت)3(َ)2(ًشبى دُين کَ فزع 

ّ)(xd[6]،[3]. را هْرد ثزرطي لزار دُين 

)(])[(اگز : (3)لم  xdEg   ّ   )]([var)( xdv    

 ثٌبثزايي

a) )()()(  gcA   

b) )()()(  vcg   

 

 :اثبات 

);(  اًذاسٍ هتٌبظز ثب تبثغ چگبلي فزع هي کٌين  xf  ثبشذ ؛  

a) 1);()(اس ػجبرت xdxf 
 


 ًَظجت ث   هشتك هي گيزين ؛  

         )();(0 xdxf 
 


  

 هي داًين
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     )]()()()(exp[);( xsAxdcxf   
 ثٌبثزايي

       );()]()()([
);(





xfAxdc

xf




 

 در ًتيجَ

        )();()]()()([0 xdxfAxdc  

    )()()()()]([)(   AgcAxdEc  

          )()()(  gcA  
b) اس ػجبرت )();()()( xdxfxdg  ًَظجت ث هشتك هي گيزين . 

        )();()()()();()]()[()( 2 xdxfxdAxdxfxdcg  

          )()(])]([)[( 2   gAxdEc  

      ])]([])]([)[( 22  gxdEc  

          )()(  vc 

▲ 
.  اطت يک تبثغ اکيذاً طؼْدي اسg)(:(4) لم

 

 : اثبات

)()()(ثب تْجَ ثَ ايٌکَ  vcg  َاس آًجبئي ک ّ )(c يک تبثغ اکيذاً طؼْدي اطت در 

)(0ًتيجَ   cّحبل ثب تْجَ ثَ ايٌکَ تْسيؼِب ثزاي توبم ّ ُب يکظبى اطت )(xd ثبثت 

)(0ًيظت،ثٌبثزايي  vَ0 ّ در ًتيج)(  gهي ثبشذ  .

ˆ)( ثزاثز ثب ثزآّردگزدرطتٌوبئي هبکشيون  tآى همذاري اس و اطت َاطت ک );( tL  را 

ln);(هبکشيون هي کٌذ يب ثَ عْر هؼبدل ،  tL هشتك . را هبکشيون هي کٌذ);(ln tL ًَظجت ث  ثزاثز 

 ثب

  )]()[()()();(ln 


gtcnAntcntL 


 

ˆ)(کَ در  t [ (417) لِوي  طفحَ  (1983)].ثٌبثزايي لن سيز ثزلزار اطت. ايي هشتك ثبيذ طفز شْد

ttg:(5)   لم ))(ˆ( 
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.  ثزلزار اطت(3)  َ(2)حبلا هي تْاًين ًشبى دُين ؛ فزع 

ttgg  (5) َ(4)پض ثب تْجَ ثَ لن  ))(ˆ()( . ثٌبثزايي 

   0)]()[();(ln 






gtcntL 

.  ثزلزار اطت(2)ّ ايي ًشبى هي دُذ کَ شزط

 ثٌبثزايي آى داراي تبثغ هؼکْص   اطت ؛ يک تبثغ اکيذاً طؼْدي اسg)( ، (4)ثب تْجَ ثَ لن 

)(1 tg  اطت کَ تبثؼي اکيذاً طؼْدي اس t (5) اطت ؛ ثب تْجَ ثَ لن ، )()(ˆ 1 tgt  ّايي ًشبى هي 

bH اس فزع GLRثب تْجَ ثَ آًچَ گذشت يک آسهْى .  ثزلزار اطت(3)دُذ کَ فزع  :0
 در 

bHهمبثل  :1
.  در اًذاسٍ اع هي ثبشذ  UMP در خبًْادٍ تْسيغ ًوبئي تک پبراهتزي يک آسهْى 

 

 :خاوُادي ٌاي ديگر.)4

 

تْسيؼِبي ديگزي ثَ غيز اس تْسيؼِبي خبًْادٍ ًوبئي تک پبراهتزي ّجْد دارد کَ شزايظ لضيَ 

.  ثزاي آًِب ثزلزار اطت(2)

]0,[تْسيغ يکٌْاخت ثز:(2) مثال  داراي تبثغ چگبلي )(
1

);( ],0[ xIxf 


  اطت ؛ کَ در 

آى
AI َثز تبثغ هشخظَ هجوْػ A ٍدلالت هي کٌذ ؛ آهبر ],...,,max[ 21 nxxxT  ٍآهبرٍ ثظٌذ، 

),()( اطت ّ ],0[ tItL n

  . [تبثغ چکبليTثزاثز ثب )(],0[

1 tInt nn

 حبلا ثَ ثزرطي [. اطت

. هي پزداسين  (3)َ(2)،(1)ّجْد فزضِبي 

ثبيذ ًشبى دُين کَ :(1) فزع 
);(

);(
)(

0

1

tL

tL
tRs




 ثزاي  

10  يک تبثغ غيز ًشّلي اس t اطت ثزاي t 

);(0ُبئي کَ  1 tL  0 يب);( 0 tL ر   ثبشذ ؛ اگ
10   














10

0

1

0

],0[

],0[

1

0

0

1

   if          

  if    )(

)(

)(
)(

);(

);(
)(

0

1




















t

t

tI

tI

tL

tL
tR

n

n

s 

.  ثزلزار اطت(1)در ًتيجَ فزع 

);(ثبيذ ًشبى دُين  :(2)فزع  tL يک تبثغ غيز ًشّلي اس  ثزاي َُبئي اطت ک )(ˆ t  هي ثبشذ 

tt؛ در ايي جب )(ّ̂ )(
1

);( ],0[ tItL

n




 







اگز t 
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0);(  tL  
.  ثزلزار اطت(2)در ًتيجَ فزع 

ˆ)(ثبيذ ًشبى دُين : (3)فزع  tيک تبثغ غيز ًشّلي اس t َاطت ّثب تْجَ ثَ ايٌک tt )(̂  در ،اطت 

.  ًيش ثزلزار اطت(3)ًتيجَ فزع 

اس تْسيغ فْق ٌُذطي ثب تبثغ چگبلي   يک هتغيز تظبدفيXاگز : (3) مثال

































m

M

xm

M

x
xf



 XT اطت ثٌبثزايي 1nدر ايٌجب.  ثبشذ);(  ّ آهبرٍ ثظٌذٍ اطت 

);();(  xfxL  .  هي پزداسين ) 3)َ(2)،(1)حبلا ثَ ثزرطي ّجْد فزضِبي

ثزاي ثزرطي ثزلزاري  ايي فزع ، ًظجت  :(1)فزع 
);(

);1(

xL

xL



  را در ًظز هي گيزين ، دارين  

   























M

xmM

xxL

xL

1

1

);(

);1( 

.  اطتxکَ تبثؼي غيز ًشّلي اس

 را  هبکشيون ثزآّردگز درطتٌوبئي ثزلزار اطت ، اثتذا (2)ثزاي ًشبى دادى ايٌکَ فزع : (2)فزع 

 ثذطت هي آّرين ؛ ثزاي ايي کبر ًظجت
);1(

);(

xL

xL



لزار هي دُين ًّتيجَ هي يک 1 را ثشرگتز اس 

 اطت اگز ّتٌِب اگز يک 1گيزين کَ ايي ًظجت ثشرگتز اس 
m

Mx )1( 
 ثزآّردگز  ّثٌبثزايي

 ثزاثز ثب جشء طحيح  درطتٌوبئي هبکشيون
m

Mx )1( 
.  ثزلزار اطت(2)ثٌبثزايي فزع .هي ثبشذ 

 ثزلزار اطت ثبيذ ًشبى دُين کَ (3)ثزاي ًشبى دادى ايٌکَ فزع  : (3)فزع 






 


m

Mx
x

)1(
)(̂ 

.   اطت ّايي ّاضح اطتxيک تبثغ غيز ًشّلي اس 

 

 :فرضٍاي مقابل دَ طرفً . 5)

 

هزثْط ثَ فزضِبي همبثل يک عزفَ ثْد ؛ اهّب حبلا هي خْاُين کَ آسهْى فزع  (2)لضيَ 

bH :0را در همبثل bH :1 ثزاي خبًْادٍ ًوبئي تک پبراهتزي اًجبم دُين ؛ در ايي حبلت  

 [7]. ّجْد داردUMPU ّجْد ًذارد اهّب آسهْى UMPآسهْى 
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bH اسGLRآيب يک آسهْى  :0
bH در همبثل :1

کٌذال ّ اطتْارت . اطتUMPU يک

 ثَ ّطيلَ GLR را جظتجْ کٌين رّع UMPUاگز يک آسهْى" هي ًْيظذ  ( (262 )طفحَ )(1979)

يک ثزآّردگز درطتٌوبئي هبکشيون لشّهبً يک ".اريجي کلي خْدع در ّضؼيت ًبهٌبطت لزار هي گيزد

.   ًيش لشّهبً آسهًْي ًباريت ًيظتGLRثزآّردگز ًباريت ًيظت ّ ثٌبثزايي يک آسهْى 

);( يک ًوًَْ تظبدفي اس تْسيغ x1, x2, x3,..., xnفزع هي کٌين کَ  xf ٍکَ هتؼلك ثَ خبًْاد 

 ثزاثز Tتبثغ درطتٌوبئي اس آهبرٍ ثظٌذٍ .ًوبئي تک پبراهتزي اطت ؛ ثبشذ

    )]()(exp[);(  nAtnctL  
)( اطت ، ثٌبثزايي هي تْاًين   يک تبثغ اکيذاً طؼْدي  اسc)(اطت ؛ فزع هي کٌين کَ nc 

1)(لزار دُين ّ در ًتيجَ

n
c


 ّ ))(()( 1

n
cAA


  ّثب لزاردادى))(()( 1

n
cnAB


  دارين 

    )](exp[);(  BttL  
bHّفزع  :0

bH در همبثل :1
qH ثَ فزع  :0

qH در همبثل :1
 ،کَ در 

bncq)(آى تجذيل هي شْد  .

]Pr)([0در ايي حبلت . يک هتغيز تظبدفي پيْطتَ اطتTفزع هي کٌين   cTRg در ] ؛

)()ˆ)(( ًشبى دادٍ هي شْد کَ(3) ّلضيَ(6)اثجبت لن  tktRg  ّ )(ˆ tّ اکيذاً طؼْدي اطت  )(k 

ًبحيَ ثٌبثزايي تٌِب احتيبج دارين کَ ثَ  [. هي ثبشذq ّ qتبثؼي اکيذاً يکٌْا ثزاي 

}:)({ ثَ شکل GLRثحزاًي ctRt g تْجَ کٌين  .

)(][اگز :(6)لن  TEh   ّ 
))(;(

))(;(
)(






hqL

hL
k آًگبٍ آسهْى، GLR ًبحيَ ثحزاًي داراي 

})(ˆor   )(ˆ:{ 21 qtqtt  اطت کَ در آى )()( 21 qkqk ،)( 21 qqq .  

 

 :اثبات 

هي داًين  

         )()](exp[1 tdBt  

  هشتك هي گيزين اس عزفيي ًظجت ثَ

      )();())((0 tdtLBt  

        )()(        )()(0  hBBTE  
 ّ ُوچٌيي ثب تْجَ ثَ فزع لن  
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       )()]( exp[)( tdBtth  

  هشتك هي گيزين ًظجت ثَ

           )();()]([)( tdtLBtth    

     )();()()();(2 tdttLBtdtLt  

       )()()( 2 tEBtE   

         )()]([)( 22 tvtEtE   

)(0 يک ثبثت ًيظت، tّ ثب تْجَ ثَ ايٌکَ tvَ0 ّ در ًتيج)(  h .

ˆ)( يؼٌيثزآّردگز درطتٌوبئي هبکشيون tرا هذ ًظز لزار دُين ؛ آى همذاري اس  َاطت ک  );( tL  

ln);(را يب ثَ عْر هؼبدل  tL را هبکشيون هي کٌذ ، ثٌبثزايي اس );(ln tL ًَظجت ث  هشتك هي گيزين  

    )(
);(ln





Bt

tL




 

ˆ)(کَ در  t  ثب تْجَ ثَ ايٌکَ . ثزاثز طفز هي شْد)()(  hB  دارين tth ))(ˆ(َدر ًتيج  

    
);(

));(ˆ(
))(ˆ(

tqL

ttL
tk


  

}:)ˆ)((GLR،   }k اطت ؛ ثٌبثزايي ًبحيَ رد ثزاي آسهْى GLRکَ آهبرٍ آسهْى  tkt ّهي ثبشذ  

 )]()()()exp[(
))(;(

))(;(
)( qBBhq

hqL

hL
k  




 

       )()()()()(ln qBBhqk   

  هشتك هي گيزين حبل اس عزفيي ًظجت ثَ 

 )()()()()()(
)(ln





hqBhqh

k




 

 qّثزاي طؼْدي  اکيذاً ،q ثزايk)( ُوْارٍ هثجت اطت ثٌبثزاييh)(ثب تْجَ ثَ ايٌکَ

}:)ˆ)((k{ًبحيَ ثحزاًي ًشّلي هي ثبشذ ؛ در ًتيجَ اکيذاً tkt  ثَ طْرت 

})(ˆor      )(ˆ:{ 12 qtqtt  در هي آيذ ّ ثٌبثزايي اثجبت کبهل اطت  .

▲ 
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);(يک ًوًَْ تظبدفي اس تْسيؼي ثب تبثغ چگبلي  x1, x2, x3,..., xnاگز : (3) قضيً xf کَ داراي 

 آهبرٍ ثظٌذٍ ايي تْسيغ يک هتغيز تظبدفي پيْطتَ ثب Tخبطيت ًوبئي تک پبراهتزي اطت ؛ ثبشذ ّاگز

 تبثغ چگبلي احتوبل 

     )();();( tjtLtp   
 ثبشذ ّ

     
q

qhhqhp
M











)]()()[);((
)(  

 ّ)(k آسهًِْبي. در ًظز گزفتين،ثبشذ (6) ُوبى کَ در لن GLR (در ُوَ اًذاسٍ ُب)  اس

qHفزع :0
qH در همبثل :1

، UMPUاطت اگز ّ تٌِب اگز )(Mيک تبثغ اس )(kثبشذ  .

 

 :اثبات 

}  :      cor   t{ ثَ طْرت UMPUًبحيَ رد آسهْى  21  ctt هي ثبشذ کَ در آى 

 
2

1

0);()]([

c

c

dtqtPqht 

سيزا ))(())()(( xTExxTE qq  [7]  يؼٌي 

)();();(
1

2

qhdtqttpdtqttp

c

c

 




 

         ّ




 dtqttpqh );()( 

در  ًتيجَ  

 
2

1

)1)(();(

c

c

qhdtqttp  

ّ هي داًين  

 
2

1

1);(

c

c

dtqtp  

 
2

1

0);()]([    

c

c

dtqtpqht 

tth ديذين کَ (6 )در لن ))(ˆ(ّ )(h طؼْدي اطت ؛ در ًتيجَ اکيذاً يک تبثغ )()(ˆ 1 tht  ّ 

)(ˆ t ًبحيَ رد آسهْى ثٌبثزايي طؼْدي اطت ؛ اکيذاً تبثؼي UMPU ثَ طْرت 
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)}(ˆ)(ˆor     )(ˆ)(ˆ:{ 21 ctctt  آسهْى ًبحيَ ثحزاًي،ًبحيَ ثحزاًي ايي (6)عجك لن . در هي آيذ 

GLR اطت اگز ))(ˆ())(ˆ( 12 ckck   در ًتيجَ آسهْى GLR ثب آسهْى UMPU هٌغجك هي شْد 

)ˆ)(()ˆ)((اگز ّ تٌِب اگز  12 ckck   .  عجك تؼزيف شزعي
1c ّ 

2c هي تْاًٌذ ثَ ػٌْاى 
21 QQ  

ًْشتَ شًْذ ؛ کَ در آى  

)(

1

1

);(])([

qh

c

dtqtptqhQّ  

 
2

)(

2 );()]([

c

qh

dtqtpqhtQ . 

ˆ)( ًشّلي اس اکيذاً تبثؼي k)( ، هي داًين کَ(6 )ثب تْجَ ثَ اثجبت لن 1c تب q طؼْدي اکيذاً ّ تبثؼي 

ˆ)( تب qاس 2cثزاي ُز کذام اس ايي دّ ًبحيَ ثٌبثزايي.  اطت  k 2,1( داراي تبثغ هؼکْص( 
1




iki
 

)ˆ)((حبل تغيز هتغيز . هي ثبشذ  tku   َرا در ًظز هي گيزين ؛ در ًتيج 

)()(ˆ
1

ukt i


  

ˆ)()(ّ هي داًين      1 tht  

در ًتيجَ  

)())((       )()(
111 uGukhtukth iii 
  

ˆ)( ًشّلي اساکيذاً تبثؼي k)(ّ ثب تْجَ ثَ ايٌکَ 1cتب  q  هي ثبشذ ؛ ثٌبثزايي 

)(1 qhtc  

))()(ˆ(        )(ˆ)(ˆ    1

1 thtqtc   

))(ˆ()(1 1ckuqk  
ˆ)(  تبq طؼْدي اساکيذاً تبثؼي k)(ُّوچٌيي  ثب تْجَ ثَ ايٌکَ 2c ثٌبثزايي هي ثبشذ 

2)( ctqh  

)(ˆ)(ˆ  2ctq   

))(ˆ()(1 2ckuqk  
در ًتيجَ  

 

))(ˆ(

1

)());(()]()([
ick

iiii duuGquGpqhuGQ


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 هٌغجك ُظتٌذ اگز ّ تٌِب اگز GLR ّ UMPUعجك آًچَ گذشت هي داًين آسهًِْبي 

))(ˆ())(ˆ( 12 ckck   ّايي تظبّي هؼبدل اطت ثب شزط 
21 QQ  َايي هؼبدل ثْدى ثزاي ُو ّ 

اًذاسٍ ُب ثز لزار اطت اگز ّ تٌِب اگز  

)());(()]()([)());(()]()([ 222111 uGquGpqhuGuGquGpqhuG   (٭ ٭ ٭)                

.  ُبuثزاي ُوَ

هي داًين کَ     
))((

))(())((
)(

1

11

ukk

ukh

u

ukh
uG

i

ii

i 











  

)()()()( هي داًين(6 )ّ ثب تْجَ ثَ اثجبت لن  khqk  ثب جبيگذاري دارين  ثٌبثزايي 

]))([(

1
)(

1
uquk

uG
i

i





 

)(   )2,1(  لزار هي دُين uاکٌْى ثزاي ُز
1




iukw ii
 

در ًتيجَ  

)2,1(   )(  iwku ii 
       ّ)2,1(       )()(  iwhuG ii

 

 ثَ طْرت  (٭٭٭)در ًتيجَ هؼبدلَ 

)()(

));(()]()([

)()(

));(()]()([

222

22

111

11

wkqw

qwhpqhwh

wkqw

qwhpqhwh








  

ّدر ًتيجَ ثَ طْرت  

)(

)(

)(

)(

22

2

11

1

wk

wM

wk

wM
  

)()(هي شْد ُز جبئي کَ  21 wkwk  َثزلزار اطت اگز ّ تٌِب اگز (٭٭٭) ؛ ثَ ػجبرت ديگز ، هؼبدل 

)(M تبثؼي اس )(k ثبشذ  .

▲ 
 

bH اس GLRاس اثجبت ارائَ شذٍ چٌيي ثز هي آيذ کَ يک آسهْى :( 4)وکتً  :0
  در همبثل

bH :1 يک آسهْى UMPU اطت ،اگز ّ تٌِب اگز ًباريت ثبشذ  .

bHاس فزع (در ُز اًذاسٍ ) GLR يک آسهْى(3)ثب اطتفبدٍ اس لضيَ  :0در همبثل  bH :1 

:  اطتUMPUدر طَ حبلت سيز يک آسهْى 
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.  هيبًگيي يک تْسيغ ًزهبل ثب ّاريبًض هشخض ثبشذاگز (. 1

.  ّاريبًض يک تْسيغ ًزهبل ثب هيبًگيي هشخض ثبشذاگز . (2

.  يک پبراهتز هميبص در يک تْسيغ گبهب ثب پبراهتز شکل هشخض ثبشذاگز . (3

آسهْى   يک پبراهتز شکل در يک تْسيغ گبهب ثب پبراهتز هميبص هشخض ثبشذ يکاهّب سهبًي کَ

GLRهوکي اطت UMPUثَ هثبل سيز تْجَ کٌيذ. ًجبشذ .

  ثبشذ ؛(1)يک ّپبراهتز هميبص  يک هشبُذٍ تٌِب اس تْسيغ گبهب ثب پبراهتز شکلXاگز :(4)مثال

xTآى آهبرٍ ثظٌذٍ  ln  ثب تْسيغ 

)]exp(exp[)](lnexp[);( tttp   

)()(ln)( ثزاثز ثب T هيبًگيياطت  


 
d

d
h ؛ هشتك تبثغ گبهب هي ثبشذ  .)(k 

)()()(ln)(تبثؼي يک ثَ يک اس 
~

  qk ّ )(M  يک ثبثت چٌذگبًَ اس 

q

qq
M











))()()]]((exp[)(exp[
)(

~ 

 ، q ًيظت ، ثبيذ UMPU لشّهبً GLRثزاي ًشبى دادى ايٌکَ آسهْى . هي ثبشذ 
1ّ  

2  را

)(عْری در ًظز ثگيزين کَ 
~

)(
~

21  kk  اهّب )(
~

)(
~

21  MM . اگز 2q کَ در آى 

5772.ّ 11  ثبثت اُلِزس اطت   ّ22  .  1(1اس همبديز(  ، 1)2(  ّ  )1( ، 

 1)2( ّ 0383/)( q .[1] 2()1( در ايي حبلت(
~

)1(
~

  kk ثذطت هی آيذ اهّب 

32.)1(
~

M ّ 317.)2(
~

M . 
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